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Resumen

Una gráfica G es extensión de otra gráfica L, si para todo vértice v ∈ G, la subgráfica inducida
por los vecinos de v es isomorfa a L. El problema de la extensión finita (PEF) consiste decidir si
existe alguna extensión finita G para una gráfica dada L. Es un problema abierto el determinar si
el PEF es algoŕıtmicamente soluble o no, pero todas las variantes interesantes del PEF que se han
considerado han resultado ser algoŕıtmicamente irresolubles. Reportamos en este documento parte
del trabajo que hemos venido haciendo en torno del PEF. En particular, presentamos condiciones
suficientes para que una gráfica dada no tenga extensión finita.

Palabras Clave. Extensión de gráficas. Gráficas localmente homogéneas. Algoritmos. Irresolubil-
idad.

1 Introducción

Una gráficaG (no necesariamente finita) es extensión de otra gráfica L (finita), si para todo vértice v ∈ G,
la subgráfica inducida por los vecinos de v es isomorfa a L (NG(v) ∼= L); en este caso también decimos
que G es localmente L. Más en general considere un conjunto de gráficas (finitas) L = {L1, L2, . . . , Lr},
decimos entonces que una gráfica G (no necesariamente finita) es localmente L si para todo v ∈ G los
vecinos de v inducen una subgráfica isomorfa a alguna de las gráficas en L, en este caso también diremos
que G es una extensión de L. Se ha mostrado, que los siguientes problemas son (algoŕıtmicamente)
irresolubles:

Teorema 1 [8, 9] Son irresolubles los siguientes problemas:

1. Dada L, decidir si L tiene extensión finita o infinita.

2. Dada L, decidir si L tiene extensión infinita.

3. Dada L = {L1, L2}, decidir si L tiene extensión finita.

El problema de la extensión finita (PEF) consiste decidir si existe alguna extensión finita G para una
gráfica dada L. Como puede verse, el PEF es un problema muy cercano a los problemas en la lista
anterior. Sin embargo, es un problema abierto el determinar si el PEF es algoŕıtmicamente irresoluble
o no.

Recuerde que un algoritmo es un procedimiento que ante cualquiera de sus posibles entradas, responde
correctamente y termina en un tiempo finito; por contraste, un procedimiento que calcula algo, puede en
principio quedarse calculando por siempre ante algunas de sus entradas posibles, de modo que el usuario
no puede saber cuál es la respuesta ante esas entradas. Entonces lo que no se sabe sobre el PEF es si
existe un algoritmo que lo resuelve o no.

Existen, eso śı, procedimientos conocidos que construyen una extensión finita de una gráfica dada L
en caso de existir, pero estos procedimientos pueden quedarse calculando por siempre en caso de que
L no tenga extensión. Como estos procedimientos no siempre terminan, no son algoritmos y queda
entonces de manifiesto que uno de los problemas centrales en esta ĺınea de investigación consiste en
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encontrar criterios que permitan decidir que la gráfica L no tiene extensión. Para lograr un algoritmo
para el PEF, bastaŕıa entonces tener un procedimiento que en algún momento responda ”no” en caso
de que L no tenga extensión finita (aunque pueda seguir calculando por siempre en caso contrario): El
algoritmo se podŕıa entonces construir corriendo ambos procedimientos concurrentemente: si L tiene
extensión finita, en algún momento tendŕıamos la construcción de G gracias al primer procedimiento,
y si L no tiene extensión, el segundo procedimiento respondeŕıa ”no” en algún tiempo finito. Con ello
tendŕıamos un programa que responde correctamente y siempre termina en tiempo finito: un algoritmo.

Reportamos en este documento parte del trabajo que hemos venido haciendo en torno del problema
de la extensión finita. En particular, presentamos condiciones suficientes para que una gráfica dada no
tenga extensión finita (Teorema 2) y mostramos que debeŕıa existir un algoritmo para el PEF si cierta
condición se cumple (Teorema 3).

2 El teorema

Para cada entero r ≥ 0, decimos que una gráfica H es una r-extensión parcial de L si existe x0 ∈ H tal
que para todo vértice x ∈ H tenemos d(x0, x) ≤ r =⇒ NH(x) ∼= L. Supondremos que cada H de estas
ya viene con su vértice x0 especificado. Note que una extensión (finita o infinita) de L es siempre una
r-extensión parcial de L.

Sea L una gráfica finita. Sea s el número de órbitas de los vértices de L bajo su propio grupo de
automorfismos y sean n1, n2, . . . ns el número de vértices de L en cada órbita. Etiquetemos los vértices
de L del 1 al s de acuerdo a la órbita a la que pertenece cada vértice. Esto nos permite a su vez
etiquetar (algunas) aristas de una r-extensión parcial H de L: Si xy ∈ E(H) y d(x0, x), d(x0, y) ≤ r,
entonces NH(x) ∼= L ∼= NH(y). Usando los isomorfismos impĺıcitos, podemos copiar las etiquetas de L
a los vértices de NH(x) y NH(y) y entonces, si y ∈ NH(x) está etiquetado como a y x ∈ NH(y) está
etiquetado como b podemos asignar la etiqueta {a, b} a la arista xy de H. Si una r-extensión parcial H
de L tiene un vértice x tal que x0x es arista y está etiquetada {a, b} decimos que H realiza a {a, b}.

Definimos el conjunto de pares X0 = {{a, b} | 1 ≤ a, b ≤ s}. Observe que algunos de estos pares son
de hecho singuletes {a, a} = {a}. Definimos ahora los siguientes subconjuntos de X0:

Xr = {{a, b} ∈ X0 | existe una r-extensión parcial de L que realiza a {a, b}}
X∞ = {{a, b} ∈ X0 | existe una extensión de L que realiza a {a, b}}
XF = {{a, b} ∈ X0 | existe una extensión finita de L que realiza a {a, b}}

Evidentemente XF ⊆ X∞ ⊆ · · · ⊆ X2 ⊆ X1 ⊆ X0. También es cierto que X∞ =
⋂∞

r=1Xr, aunque
esto es menos evidente. Diremos que X es un conjunto admisible de pares si XF ⊆ X ⊆ X0. Tomemos
un conjunto admisible de pares X = {p1, p2, . . . , pt} y para cada i, j con 1 ≤ i ≤ s y 1 ≤ j ≤ t definamos

mij =





2 si pj = {i}
1 si i ∈ pj , |pj | = 2

0 en caso contrario.

Ahora definimos DX(L) como programa lineal entero (ILP):



m11 · · · m1t

...
. . .

...
ms1 · · · mst






x1
...
xt


 = n



n1
...
ns


 , x1, x2, . . . , xt ≥ 0, n ≥ 1.

Como es usual en programación lineal entera, sólo nos interesarán las soluciones de DX(L) que sean
enteras, aśı que simplemente diremos que DX(L) tiene solución si y sólo si tiene alguna solución entera.
Ahora podemos enunciar nuestro teorema principal:

Teorema 2 Sea L una gráfica finita y X un conjunto admisible de pares, entonces, si DX(L) no tiene
solución, L no tiene extensión finita. Además DXF

(L) tiene solución si y sólo si L tiene extensión finita.
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La segunda parte del teorema anterior suena estupenda, pero el problema es que no se sabe si XF es
algoŕıtmicamente computable. Dado que XF ⊆ X∞, es fácil ver que si DXF

(L) tiene solución, DX∞(L)
también la tiene. No sabemos si el rećıproco también es verdadero, pero si lo fuera, tendŕıamos un
algoritmo para el PEF:

Teorema 3 Si para toda gráfica finita L se cumple que DXF
(L) tiene solución siempre que DX∞(L) la

tenga, entonces existe un algoritmo para el PEF.

Este teorema vale pese a que se sabe (por el Teorema 1, inciso 1) que X∞ no es algoŕıtmicamente
computable.
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